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E L Bidrag
til

SE Ovationernes Theorie.
Af

C. F. Degen.

ville skrive noget om TEqvationers Oplosning, esterat en Euler, en de la 
Grange, en Lambert og flere store Mcend have anvendt deres Aands Kroester 
og Indsigter paa dette Wmne, synes ligesaa overflødigt, i Henseende ril Lceseren, 
fom sorfcengeligt, i Henseende til Forfatteren. Heller ikke vare ncrrvcerende Be
tragtninger bestemte til at troede frem for Lyset, men bleve i en privat Skrivelse 
for nogen Tid siden meddeelte Hr. Etatsraad Tetens.

Anledning til narvarende Betragtninger, der maasikee ikke ville vorre Ana
lysens Dyrkere ubehagelige, sik jeg ved Sal. Lamberts Afhandling: Om Lig
ningernes Forvandling og Oplosning. I den 54de §. af anførte Afhand
ling opkastes nemlig det Spsrgsmaal: Af tvende givne Ligninger af for- 
ffiellig Grad at finde en tredie, hvis Rodder ere Summer af de tvende 
givnes/ rc. Herved kom jeg paa den Tanke, at oplsse og undersoge folgende 
Opgave:

For een given Ligning: o = xm — axm~’4- bxm-2 — cxm-3 4- 
dxm~4 — exm—5 4- ♦.. ± w, at finde en anden: o = ym — Aym_I4- 
Bym-2 — Cym-3 4- Dyra~4 — Eym-5 4-. ♦ ♦ ± w, i hvilken hver Rod y 
er en Summe af 2,3, 4 re. Rodder af den givne Ligning?

Jeg
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Jeg forbigaser her den almindelige Oplosning, og beffiorftiger mig blot 
med det Tilftelde, da enhver Rod y er liig Summen af (m — i) Rodder x> 
Min Oplosning bliver da folgende:

Man antage, ar Rodderne i den givne Ligning er?: p, q, r, s, t, u rc., 
faa er

i) Deres Antal = m, 2) deres Summe --- s.

Nu er y (efter Forud fortn ingen) stedse liig Summen af (m — 1) Rodder, det er, 
y har stedse een af folgende Vorrdier: a—p, a — q, a — r, a — s, a—t re. 
Heraf fiyde folgende Ligninger:

y—*+p  = o,
y—a+q — o, 
y — a -f- r = o, 
y— a + s = o, 
rc. re.

Scettes nu, for Kortheds Skyld, y—-a = z, saa bliver:
o =' (z+p) (z+q) (z+r) (z+s) (rc. rc.)

en Ligning, i hvilken Coeff»cienterne ikkun i Henfeende til Positiviteten og 
Negativiteten adskille sig fra Coefficienterne i den givne Ligning. Man 

sinder altfaa:
o = zm + azm—I + bzm-*  4- czm~5 + dzm~4 4. ezm~$ 4- . . . 4- W, 

eller, ved igien at indfore y i Ligningen:
O = (y-a)in 4- a(y—a)m— 14- b(y-~a)m^ 4- c(y-a)m-3 +. -+w.

Udvikles disse Digniteter, da erholder man folgende almindelige Udtryk:

For (y—a)m . . . .

For a(y—a)111-1 . ♦ . — (m—i) (m—2) (m—;) ... (m—k4~i) k tn~k
+ 1.2.3... (k-i) ay ’

J (m—2)(m—Z)(m—4). ..(m—
— 1.2.3... (k—2) 1

Dddd s For

For b(y—a)m 2 » ♦ ♦
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B =

c =

E

. For c(y—a)m 3 

re.
hvori, som bekiendt, det overste Tegn gielder, naar k cr et lige Tal, det underste 

derimod, naar k er ulige. Da nu ± (-—-—> - > k------ a y

7”l). ~~ ~)ak ym~k^ kan sammentrcekkes til

,m--k

i . 2 . Z . . . (k — i)

i ♦ 2
F =

D --

On~~3) ' faa erholdes den til ym'~K svarende Coefficient

i felgende almindelige Udtryk:
M-K (m — i) (rn — 2) (m - 3) . . . . (m — k) jt

Coeffrcienten y = —-—-—-—;—-—. a

, (m — 2) (m — g) (m — 4) .. . (in — k i) ^-2 ß
* I 2 . Z . . . (k —2)

(m—3) —4)(m —5) . . . (m — k-f-i) k__3 _
r ’_ ' /T \ ** C

£ , 2 » 3 * * * * (k—3)
1 (m~4) (m —5) (m —6)...(rn —k4-i) Jt_4 4 
~ 3”7T". Tk^r”a a

rc. rc. med afvexlende Tegn.

Sattes i dette almindelige Udtryk, isteden for k, efterhaanden Vcerdierne i, 2,
3, 4,5 rc., da finder man de den segre Ligning bestemmende Coefficienter:

A — (m—1)2
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i . 2 . 3 . 4 . 5 »
. (m —2) (M z) (m — 4) (m — 5) a4b _ 

~F 1 « 2 . 3 . 4

- aM-(m-5)a= +
1.2 '

hvoraf de folgende Coefficicnters Form let udledes.

Da nu saaledes A, B, C, D og alle ovrige Cocfficientcr kunne bestemmes 
ved Hielp af ovenanstrte Formeler, og altfaa Ligningen o «= yni — Aym*' 1 
4-Bym"* 2 Cym~3 4- Dym~4 — ... ± W fan fremstilles, endog numeriff, 
naar den givne Ligning er af denne Beskaffenhed, fa a kan Opgaven vel for fa as 
vidt anstes for op le st; men da denne Oplosning — naar man abstraherer fra 
fammes Methode — mere blev en Curiosiket, end nyttig i Udovelfen, ister 
naar man blot vilde indskrcenke sig til hine Cocfficienters Opdagelse; faa kroer 
jeg mig bestiet at angive i nogle Exempler, den SynSpunct, hvorfra jeg fore
stiller mig Sagen. Maastee andre, med mere giennemireengende Blik, derved 
stranlediges ril at fFu: ALmnet fra endnu flere og vigtigere Sider. Man til
lade mig derfor folgende

Anvendelse af den omvendte Methode.
Sattes m — 2, eller x2— ax4-b = o, faa erholdes, ester ovenanstrte 

Formeler, A = a og B — b, altfaa y2 — ay+b = o. Denne Ligning maa 
ogsaa, ester Sagens Natur, vare idenrist med den givne; thi da hvert y er 
lüg Summen af (m—i) Rodder i den givne Ligning, og ni—i = i, faa maa 
hvert y vcrre lügt eet x, det er i Almindelighed y = x. Herved er altfaa intet 

videre at anmarke.
. Lad os nu antage m = 3. Her bliver da:

A c= 2a, B = a2 + b, og C = ab — c.

Folgelig er Ligningen y5 — 2ay2 -j- (a24-b)y — (ab — c) = o af den Bcstast 
senhed at hvert y er lüg Summen af tvende x i folgende Ligning:

x3 — ax2 4-bx — c = o.
Dddd Z Vende
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Vende vi nu Spsrgsmaalet om, og ansee denne sidste Ligning som den 
der soges, og y3 — Ay2 + By — C = o, som den givne; da bliver a = |A, 
b == B — |A2, c = ab — C = |AB — |A3 — C; og Ligningen:

x5 — lAx2 + (B — A2) x — f AB 4- + C — o

er af den Beskaffenhed, at tvende af dens Redder tilsammentagne stedse give en 
Rod, der tilhorer den givne Ligning: y3 — Ay2 4- By — C = o*  Hi in Lig
nings Oplosning er altsaa en Vei til dennes. Men, da Ligningen for x er af 
samme Grad som den for y, synes der ved forste Hiekast ikke meget vundet ved 
denne Transformation. Ved en neiere Betragtning vise sig derimod tvende 
Fordele, een vcesentlig og een tilfcrldig.

Den vcesentlige Fordeel bestaaer deri at man r) kan forvandle enhver Lig
ning for z i en anden for y, hvor Tegnene staae under en regelmässig Afvexling, 
hvor altsaa alle Rodder ere positive. Da man nu, efter den her givne Methode, 
kan finde en corresponderende Ligning for x af den Beskaffenhed, at tvende af 
Vens Rodder tilsammentagne give en Rod y, saa folger deraf:

a) enten at alle Rodder x ere positive, i hvilket Tilfalde hvert xoitaa vare 
mindre end hver af Nodderne y;

ß) eller at den eene negative Rod x dog er mindre end den mindste af de 
tvende positive, og at den storste af disse igien er mindre end den stsrste 
af Redderne y.

7) Endelig, at der i Ligningen for x ikke kan voere to> og endnu mindre tre 
negative Rodder.

2) At man altsaa erholder en Ligning, hvis Rodder ere mindre end den givne 
Lignings Rodder, hvilket altid er en markelig Fordeel.

Anmærkning. Skulde Tegnene, tvertimod Sætningen y, hentyde paa to 
eller tre negative Rodder, da er dette, som bekiendt, et Criterium paa 
imaginaire Rodders Tilstadevarelse i een af Ligningerne. Underssgelsen 
desangaaende forbeholder jeg mig til en anden rettighed gives at afhandle 
dette noget vanstelige ?Emne.

Den
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Den tilfceldige Fordeel, men som er des betydeligere hvor den gives, be-
C = o Coefficienterne A, B og C 

A» — 4AB , 
hvilket

sta a er deri, at i Ligningen y5 —Ay2 4- By 

tilfceldigviis kunde have den Relation til hinanden, at C =
o

Tilfalde giver c = o, akfaa
x3 — I Ax2 4- (B — JA2) x — o = 0, en Ligning, 

hvis Rodder ere: x = o,
x =JA4-^A2-~B),

hvoraf igien findes: y = x 4-x' = JA 4- Ki^A2—B), 
/--X4-X--JA-^A2-B), 
y" — x'4-x" = JA.

Functionen y3 —Ay2 4-By — == o, lader sig altfaa almindelig op
loft i sine tre Facrorer: y — JA 4- ^(/0A2 — B) «= o, y — JA = o, og 
y — JA— /^(/5A2 — B) = o, hvilken Oplosnings Rigtighed enhver let kan 
overbevise sig om a pofteriori, ffiondt Veien dertil er a priori,

Paa en lignende Maade seer man let, at de hoiere Ligningers Oplosning, 
under visse Betingelser, kan reduceres til Oplosningen af Ligninger, der ere 
i, 2, 3 eller fiere Grader ringere,, at der for hver Nedstignings-Grad kommer 
en ny Betingelse til de forrige; endelig, at alle Coefficienter, naar man vil 
nedstige til den qvadratifke Ligning, maae blive bestemte Functioner af de tvende 
forste Coefficienter A og B, Imidlertid da den cubiske og biqvadratiffe Lignings 
Oplosning kan ansees nt vare given, saa sees og tillige at Ligninger af femte 
Grad under en vis Betingelse ere almindelig oploftlige, Ligninger af siette Grad 
under tvende Betingelser, 0. s, v. For femte Grad have vi nemlig:

A = 4a f a = JA
B = 6a2 4- b Heraf j b = B — |A2
C = 4a5 4- 2ab c j> folger «je = — C 4- JAB — JA3
D « a4-J-ga2b—sac4- d | atter: d = D — J AC 4- /5A2B + 5J^A4 
E = a3b — a2c4-ad — e J ; . e = -E + JAD-/sA2C4-TcWf 

Lignin-
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Ligningen xs — ax44-bx5 — cx2 4- dx — e = o er altsaa af den Beskaf- 

fentzed, ak fire af dens Redder tilfammenragne give en Red y af den fore fatte 
Ligning: y? — Ay4 4- By3 — Cy2 4-Dy — E = o. Denne Ligning kan da 
anfteS for oploft naar den Relation:

_  3A5 — 64A2C 4- 256AD
1024

har Sted; thi i faa Fald bliver e o, og den subsidiaire Ligning bliver bi- 
qvadratifib, nemlig: x4 — ax3 4- bx2 — cx 4- d = 0. Da nu denne tillader 
en almindelig Oplosning, saa erholde vi, foruden x = o, fire Redder, font 
vi ville kalde a, ß, 7 og J1, hvoraf igien udledes:

y = a> 4“ ß 4“ 7 

y — ct> 4" ß 4~ 
y — 4“ 7 
y" — /3 4-7 + $ 

yIV c=‘ a 4~ ß ~\~y r 

fem Redder, af hvilke de fire sorfte ester Skinnet ere trinomistke, men i Grun
den qvadrinomiffe, fordi den fierde Rod x c= o ec udeladt.

Anmcrrkning. Antager man at det andet Led allerede er ffaffet bort af den 
givne Ligning, eller at A = o, da bliver a = o, b = B, c = — C, 
d = D, c = — E, f — F/ g = — G rc., og det for alle Grader (m = 1 
undtagen). I dette Tilfalde er det meget let at bestemme den subsidiaire 
Ligning. Thi da den givne er:

o --- ym * 4- Bym~ 2 — Cym~3 4- Dym~4 — Eym~s 4- ... ± W, 
saa bliver den subsidiaire: .

o = xm * 4- Bxm”2 4- Cx™“3 4- Dxm-4 4- Exm“5 4- ... 4-
Naar man altsaa i enhver Ligning, hvoraf det andet Led er ffaffet bort, for
vandler Tegnene 4- og — til deres Modsatte ved tredie, femte, syvende og alle 
i Ordenen ulige Led, saa bliver den saaledes fremkomne Ligning af den Be- 
ffaffenhed, at (m—1) Rodder af samme tilsammentagne udgiore en Rod af 
den givne Ligning. Men da den givne paa samme Maade kan deriveres af 
den sogte, saa sees paa den anden Side, at (m—1) Rodder af den givne 
Ligning udgiore een Rod af den fundne. Dette er heller ikke underligt. De 

absolute 
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absolute Varrdier for Redderne y og Rodderne x maae ö«re de samme, mm 
da de i Ordnen ulige Coeffcienter have modsatte Værdier, saa har enhver Rod 
t den ene Ligning en dertil svarende ligestor men med modsat Tegn bemarket 
Rod i den anden Ligning,' folgelig er og enhver Summe af (m—i) Rodder 
— det er, en Summe af m Rodder Summen af een Rod, eller, da 
A (Summen asm Rodder) = o, det negative af een Rod — liig en Rod af 
den anden Ligning. Er f. Ex. Ligningen af fierde Grad og har de fire Rodder 

4*  p, + <1, — r, — s f
saa har den anden Ligning Rodderne:

— Pr — 9 r 4*  r, 4" s.
Da nu p + q — r — s = o, saa er ogsaa — p — q 4-r4~s = o. Nu 
er Summen af tre Rodder i den forste Ligning = Summen af alle fire Rod
der een af Rodderne. Kalde vi denne Summe S, saa ere Summerne af 
tre Rodder i den forste Ligning:

8 — p, s — q, S4-r, §-4-8, elfer, da 8 — o, 
= — P/ — q, 4- r og 4- S,

det er, liig Rodderne af den anden Ligning. Omvendt kalde vi Summen 
af alle fire Rodder i den anden Ligning S, saa blive Summerne af tre Rod
der i samme Ligning:

S + p, 2 + q, S — r, S — s, eller, öa S = o, 
Pi q, — r, — s.

det er, liig Rodderne af den forste Ligning. Disse tvende Ligninger ere altsaa 
reciproqves, saaledes at den ene kan ttene til at oplose den anden, endffiondt 
Bestemmelsen og Opdagelsen af denne Reciprocitet ikkun er en speciel Anven
delse af den her givne Methode at finde subsidiaire Ligninger.

Man tillade mig endnu at tilfsie et Par numeriske Opgaver, for derved at 
soette de abstracters Forskcivrer i et klarere Lys.

Forste Exempel.

Ligningen x4—48* 3 4-847x* “ 6504x4-18304 = o er given. Man 
skal angive dens Rodder?

Antages A = 48, B = 847, C = 6504 og D = 18304,
saa er den til x4 — Ax5 4-Bx2 — Cx4-D = o svarende subsidiaire Ligning 
folgende: y4 — ay3 4- by2 — cy 4- d t= o,

ttv Samling, v. 25. Eeee hvis
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hvis Cocfficienter a, b, c, d maae bestemmes ved Hielp af den almindelige Op
losning. Da nemlig, for m = 4,

A = ga, B = 3a2-f~b, C = a3 4- 2ab — c 03 D = a2b — ac4~ d, 
faa erholdes omvendt:

a = jA, b = B — fA2, c = — C4-jAB—~ 5T7A3f 03 d = D — JAC 
4- xa2B 4- /TA4, eller i Talvcerdier:

a = 16, b =79, c — 120, d = o;
hvilket giver den fubstdiaire biqvadratiske Ligning:

y4— 16y3 +79y2 — I2oy4-o, Hvis ene Rod er s. 
De tre svrige bestemmes ved folgende cubiske Ligning:

y3 — 16y2 4" 79y — 120 =0.
Lad os imidlertid antage dens Rodder at vcere felgende: y'+y"+y'"r fa a ere 

den biqvadratistke givne Lignings Rodder:
04-/4-/; O 4-/4-/', X,z • S= o 4- y"4-y";. xrv x= y'4-/'4- y".

Andet Ezempef.
Man forlanger en mbifk Ligning af den Beffaffenhed at to af dens Redder 

tilsiMMentagne give en Rod af denne Ligning: 
y3 — i6y2 4- 79y—120 = o.

For at iveerkfcette dette , antage man den fubstdiaire Ligning
z3 — Ctz2 4- ßz — y = o,

Sg da er i Folge de almindelige Formeler:
« — ja, ß = b — Ja2 03 y = |ab — Ja3 — c,

eller i Talvcerdier: a =■ 8, A — 15, y = o;
hvilke Coeff'.cienler give den fnbstdiaire Ligning:

z3 — gz2 4-15z — o — o-, hvoraf atter en Rod er ---q>
De ovrige sindes ved ot oploft den gvadratiske Ligning

z2 — 8z 4- 1 s =0, hvis Rodder ere 3 03 5#
Mfaa har man z = o, z = 3, z'--- 5,

Heraf
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Heraf, ved al forbinde Redderne parviis, erholdes: 

/= z, y"= 5, y"'= 8.
Tilfeies disse den i forrige Exempel fundne Rod y = o, faa har Man den subsis 
diaire biqvadraliske Lignings Redder:

o, 3, 5, 8;
af hvilke tre tilsammentagne give en Rod af den foresatte Ligning. Man erhol
der alkfaa, per Coronationem,

x = 0 + 3 + 5 =8, x/z = 0+3 + 8 = ii, x" = 0 + 5 + 8 --- lZ, 0A 
xlv= 3 + 5 + 8 = 16, som Redderne, man segle.

Tredie Exempts.
Er den givne Ligning felgende:

X3 ---  I2X2 + 4OX--- 24 = O,
flltfcici A = 12, B =3 40, C = 24, saa bliver 

a = = 6, b = B —'JA2 = 4, og e--- *AB  — JA5 — C --- OJ

selgelig den subsidiaire Ligning:
y3 — 6y2 + 4y — 0 = 0,

hvis Redder ere: o, 3 — zz5, 3 + ^5$
altsaa ere den givnes: 3 — ^5, 3 + ^5, 6.

Zierde Exempts.
Er os given felgende cubiffe Ligning:

x3 — 1098X2 + 37708X — 41433184 = O/
da findes den subsidiaire Lignings Coefficients:

a = 549, b = 75607, og c = 75059, felgelig Ligningen selv: 

y3 — 549y2 + 7Z6o7y — 75059 = o,
hv>s ene Rod aabenbar er y'=31. Ved Divisionen, med y—1 » o, srem-r 

kommer den qvadratiffe Ligning:
y^ — 548y +75059 --- o,

Eeee 2 Hvis
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hvis tvende Rodder ere:

y" = 274 — ^17 og y'" == 274 + ^17# 
hvoraf igien udledes den givne Lignings Rodder:

x' = 275 — ^17, x"-- 275 4-^17, og x" e= 548*

Anm. Vilde man behandle den givne Ligning efter den faa kaldte Cardansie Re
gel, maatte man forst føtte x — 366 = u, fot*at  erholde folgende Ligning:

og da udvikle Værdierne af folgende sammenfatte Udtryk:
u3 = 24860 u + 1504048/

hvis simple Betragtning kan bevæge enhver Mathematiker til at see fig om 
efter beg vemmere Methoden

Men stal den her fremsatte methodus æqvationum auxiliarium bruges med 
Fordeel, udfordres dertil, at man (i Fald det ikke allerede har Sted) forvandler 
den givne Ligning til en anden, hvis Redder alle ere positive, fordi man af denne 
igien kan udlede en fubsidiair Ligning, hvis Rodder ere meerkelig mindre end den 
aflcdede Lignings Rodder. Nu bestaaer Fordelen i ovenfor givne Oplosning deri, 
at Roden y == i ligger langt fra de tvende andre 274— 17 og 274 4-’/z17*  
Men denne Fordeel tilbod sig her af sig felv, fom en umiddelbar Folge af den 
givne Ligning. Da nu dette ikke altid kan ventes, faa bliver det vist et Under- 
fogelfen vorrdigt Sporgsmaal: Hvorledes stal man indrette den afledede 
Ligning (hvori alle Redder ere positive), at den dertil svarende subsi- 
diaire Ligning bekommer meget smaae fra de ovrige meget differerende 
Rodder? Denne tilligemed siere andre Undersogelser over dette 2Emne, famt 
ncermere Anvendelser i specielle Tilfeelde, forbeholder jeg mig til en anden Lej
lighed, tilfreds med at have aabnet en ny Udsigt og derved foreger — om end 
kun ved et Differenzial — Haabek, eengang at komme i Besiddelse af den fuld
komne Oplosning af hiin store Opgave, der, fra Vieta til vore Dages store 
Mand, bestioeftigede faa mange speculative Genier.

►

Fort-


